ASIAN J. MATH. cfl 2001 International Press Vol. 5, No. 2, pp. 183–290, June 2001 001

GROSS-ZAGIER FORMULA FOR GL_2�

SHOU-WU ZHANGy

Contents.

1 Introduction and statements of results 184 1.1 Rankin-Selberg L-functions and kernels . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 1.2 Central derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 1.3 Central values . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 1.4 Remarks on proof . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

2 Automorphic forms on GL_2 190 2.1 L-functions for GL_1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 2.2 L-functions for GL_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193 2.3 Theories on newforms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 2.4 Automorphic forms on GL_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 2.5 Rankin-Selberg convolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

3 Kernel functions 211 3.1 Kernel functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 3.2 Functional equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214 3.3 Fourier expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218 3.4 Central values and derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 3.5 Holomorphic projection . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229

4 Geometric pairing of CM-cycles 234 4.1 Geometric pairing of CM-cycles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235 4.2 Linking numbers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 4.3 Local Gross-Zagier formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246 4.4 Gross-Zagier formula for special values . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

5 Shimura curves and CM-points 251 5.1 Some local systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 5.2 Homomorphisms and CM-points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 5.3 Canonical models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 5.4 Reductions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256 5.5 Local CM-intersections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263

6 Gross-Zagier formula 271 6.1 Calculus on arithmetic surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 6.2 Global heights of CM-points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274 6.3 Green’s functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277 6.4 Gross-Zagier formula for central derivatives . . . . . . . . . . . . . . . 285

References 289

�Received May 3, 2001; accepted for publication June 16, 2001.

yDepartment of Mathematics, Columbia University, New York, NY 10027, USA (szhang@ math.columbia.edu).